
Tableau 10 : Quantiles estimé, modèle Gamma, approximation NP. 
 

1 η−  0.50 0.75 0.80 0.90 0.95 0.99 

1q η−  0 0.6745 0.8416 1.2816 1.6449 2.3263 

¬( )
1 ( )NPq Rη−  101063 116104 120074 130992 140513 159606 

 
 

7.  PROJECTIONS 
 

7.1 Préliminaires 

Le lien multiplicatif retenu, soit ( ) ( 1,..., ; 0,..., )i j
ijE X e i n m j nμ α β+ +

= = + = , permet une 
interprétation simple et directe des paramètre iα  et jβ . En effet  
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S X
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On en déduit  

ln ( )iE S c iα= + , en posant  
0

ln
n

j

j
c eβμ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

La première égalité introduit une interprétation du paramètre iα  en terme de charge 
sinistres attendue ( )iE S .  

A partir de l’e.m.v.  ξ  de ξ , déterminé sur le triangle supérieur, on obtient, par 
invariance fonctionnelle du maximum de vraisemblance, l’e.m.v.  de c : c 
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0
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j
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⎜ ⎟
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le second terme de l’égalité étant la part des paiements attendus au cours du délai j dans la 
charge sinistres attendue de l’exercice i. Les jβ  sont donc reliés à une cadence attendue de 
paiements. 

On supposera, par la suite, les cadences de règlement stables au cours des exercices 
futurs, ce qui nous conduira à conserver l’estimation ª( )0j j n

β
≤ ≤

 du vecteur ( )0j j n
β

≤ ≤
. Il en 

sera de même de ªμ  et du paramètre de dispersion estimé  φ . 
 

7.2 Projection de triangle de liquidation 

La projection du triangle au 31/12/n pour former celui au 31/12/(n+1) s’opère par 
projection des charges sinistres attendues [ ]0( )i i nE S ≤ ≤  soit, par l’égalité ln ( )i iE S c α= + , à 

l’aide des paramètres ( )0i i nα ≤ ≤ . 

La représentation graphique de la suite des estimations ª( )0i i n
α

≤ ≤
 conduit à 

sélectionner une fonction, paramétrée, ( , )a i γ  susceptible d’ajuster cette suite. Ce choix est 
fait dans un souci de parsimonie, conduisant à concilier paramétrage minimun et bonne 
qualité d’ajustement. La méthode des moindres carrés, éventuellement pondérés pour 
privilégier les exercices récents (cf. annexe), conduit au meilleur ajustement  ( , )a i γ  de la 
famille choisie par minimisation en γ  de  

ª
2

0
( , )

n
ii

i
a iω α γ

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑  

L’équation ª ªln ( ) ( 0,..., )i iE S c i nα= + =  fournit l’ajustement équivalent pour la suite 
ª ( )

0i i n
E S

≤ ≤
⎡ ⎤
⎣ ⎦  des charges sinistres estimées. La projection de la fonction  ( , )a i γ  sur l’exercice 

(n+1) en ª  1 ( 1,n a n )α γ+ = +  détermine la valeur  prévue de la charge au cours de cet exercice :  

ª ª 1
1( ) c n

nE S e α+ +
+ =

  
 

Remarque : Comme ª 1nα +  est fonction de ª( )0i
i n

α
≤ ≤

 et  de c ª ª( )0, j j n
μ β

≤ ≤
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, ª
1( )nE S +  

est une fonction régulière de  ξ . Il en résulte sa Normalité asymptotique et la possibilité 
d’obtenir, comme ci-dessus, risque d’estimation de ª

1( nE S )+ et intervalle de confiance pour 
. 1( )nE S +

 

Exemple : Le graphique ci-dessous représente la suite des ª( )0i i n
α

≤ ≤
 dans le modèle 

Poisson surdispersé, On observe une haute qualité globale d’ajustement (R2=0,96) par une 
droite de régression, plus volatile pour les valeurs élevées de i. La modélisation Gamma 
conduirait à des résultats identiques. 

Un test de sensibilité au choix de la fonction d’ajustement mobiliserait les fonctions 
quadratiques.  
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Compte tenu de la position relative du point ultime ª7α , nous avons choisi de lui 
appliquer une forte pondération dans la suite des poids (0,5 ;  1 ; 1 ,5 ; 2 ; 2,5 ; 3 ; 10 ; 1000) 
que nous utilisons. Il en résulte  puis ª8 2,2905α = ª

8( ) 111542E S =  par . On peut 
noter qu’une moindre attantion porté au point ultime par une pondération uniforme donnerait 

 et . 

9,3317c = 

ª8 2,5805α = ª
8( ) 149072E S =

 

Graphique 1 : Représentation de la suite ª( )0i i n
α

≤ ≤
 et droite ajustée, modèle Poisson 

surdispersé. 
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En revenant au cas général, le triangle de liquidation au 31/12/(n+1) se déduit du 
triangle précédent de la manière suivante. 

Les délais de règlement variant toujours de 0 à n et les seuls  exercices d’origine 
concernés étant ceux de 1 à (n+1), au sous-triangle des règlements  avant le 

31/12/n, on adjoint la diagonale des paiements 

1,...,( )ij i n
i j n

x =
+ ≤

1,..., 1
1

( )ij i n
i j n

x = +
+ = +

 de l’année calendaire (n+1). Ces 

 sont des réalisations simulées des v.a.r. ( 1ijx i j n+ = + ) ijX  distribuées selon la loi choisie 
pour la modélisation (Poisson surdispersée ou Gamma dans notre exemple) avec paramétrage 

ª ª ª  ( )1, , ,i n iμ α β φ+ − . 

Ce processus pourrait être renouvelé, à partir de ce triangle au 31/12/(n+1), jusqu’à 
atteindre l’horizon (n+m) choisi. 

 
7.3 Projection de résultats techniques, besoin en capital 

L’assureur dispose d’une mesure de « suffisance » de provision , lui fournissant 
la provision à constituer pour tout engagement, aléatoire, de règlements futurs de sinistralité 
R. Cette mesure est un paramètre de la f.r. de R, choisi selon la finalité, économique ou 
réglementaire, de provisionnement. 

( )PS R

Ce pourrait être 1( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )E R E R R VaR R q Rε εγσ −+ =  pour ε donné (cf. Australian 
Prudential Regulation Authority, 2001). 
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L’assureur s’est, d’autre part, fixé un principe de calcul de primes H associant à toute 
sinistralité future S, de f.r. SF , la prime de risque qu’il demanderait pour couvrir ce risque : 

( ) ( )SS H FΠ =  
H peut ne dépendre que des moments de S ou nécessiter la connaissance de la 

distribution complète de S (principe PH-transform par exemple). 
 

Le résultat technique simplifié (hors produits financiers, frais d’acquisition et de 
gestion,…) de l’exercice (n+1) en brut de réassurance est déterminé par les éléments 
suivants : 

 
• La prime de risque estimée au 1/1/(n+1) pour l’exercice (n+1) 
Soit  la distribution prédictive de la sinistralité de cet exercice  1SnF +

1 1
0

n

n n
j

S X+ +
=

= ∑ , j  

Cette distribution se déduit de celles des 1,n jX + , sous l’hypothèse de leurs 
indépendances. On note que la loi prédictive estimée de cette v.a.r.   correspond à la 

modélisation générale choisie, à laquelle on applique le paramétrage 
1,n jX +

ª ª ª  1( , , , )n jμ α β φ+ . 

La prime de risque estimée ª ª( )1 1n SnH F+ +Π =  est obtenue directement si le principe 

 ne dépend que des moments de S, à l’aide de l’approximation NP de ( )H S SF , comme ci-
dessus, sinon. 

 
• La sinistralité de l’exercice (n+1) 

Celle-ci s’écrit , où 1,0 1,
1

n

n n j
j

x PS X+ +
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 1,0nx +  est la réalisation simulée de la v.a.r. 

 à paramétrage 1,0nX +
ª ª ª  1 0( , , , )nμ α β φ+ .  

 
• Le delta de provisions au titre des exercices 1 à n 
Cette différence s’écrit  

( ) ( 1)
, 11,..., 1,...,

1

n
n n

i n in n
i

PS PS x+
− +

=
Δ = − −∑  

où  

( )
1,...,

1 1

n n
n

ijn
i j n i

PS PS X
= = − +
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⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  et  ( 1)
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n n
n

ijn
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PS PS X+
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∑ ∑

sont respectivement les provisions « suffisantes », au titre des exercices 1 à n, au 31/12/n et 
au 31/12/(n+1). 

  représentent les paiements simulés de l’exercice (n+1). ,
1

n

i n i
i

x − +
=
∑ 1

 19



Le besoin en capital au 31/12/n de l’ assureur, qui a constitué une provision 
« suffisante » au titre des sinistres des exercices 1 à n, est déterminé par des simulations 
répétées de résultats de l‘exercice (n+1) et application d’un critère de capital « suffisant », 
selon que la finalité est réglementaire ou économique. 

 
8.  CONCLUSION 

 
Dans le cadre standard des Modèles Linéaires Généralisés, qui ont comme cas 

particulier la méthode chain ladder, cet article a présenté un modèle stochastique de 
projection de triangles direct et flexible, ne nécessitant pas la mise en œuvre du bootstrap. Il 
permet d’obtenir simplement des projections de résultats techniques ainsi que des évaluations 
de besoins en capital.  

Il serait aisément généralisable à des cadences de règlements variant, de manière 
dynamique, en fonction des exercices. Il pourrait intégrer une approche fréquence-coûts de 
sinistralité par le modèle composé de Tweedie. 
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ANNEXE 
 

L’ajustement de la droite y=a+bx aux points , avec pondération 0,...,( , )k k k nx y = ( )kω , par 
minimisation de  
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